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RESUMEN

Este articulo presenta una propuesta didactica para la ensefianza de la derivacion implicita a
estudiantes de ingenieria, basada en la teoria APOS (Accion-Proceso-Objeto-Esquema). Se
parte de un analisis de las dificultades y errores comunes de los estudiantes en este tema,
identificados en investigaciones previas. La propuesta consta de una secuencia de actividades
disefiadas para promover la construccion mental de los conceptos involucrados, desde Acciones
concretas hasta la formacion de Esquemas mentales. Se enfatiza la coordinacion entre las
representaciones grafica y analitica, asi como la comprensién conceptual de la funcién implicita.
Se incluyen sugerencias para la implementacion en el aula y el uso de software de graficacion.
Se discuten las ventajas potenciales de este enfoque para superar los obstaculos de aprendizaje
identificados y desarrollar una comprension mas profunda de la derivacién implicita en los
estudiantes de ingenieria.
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INTRODUCCION

La derivacion implicita es un tema fundamental en los cursos de Célculo para ingenieria, con
importantes aplicaciones en diversas areas como mecanica, termodinamica, electromagnetismo
y control automéatico (Willcox y Bounova, 2004). Sin embargo, las investigaciones muestran que
los estudiantes suelen tener dificultades significativas para comprender y aplicar este concepto
(Borji y Martinez-Planell, 2020; Kandeel, 2021; Tarmizi, 2010). Algunos de los problemas
identificados incluyen la falta de comprensién de la naturaleza de las funciones implicitas,
dificultades para coordinar las representaciones grafica y analitica, y errores en la aplicacion de
las reglas de derivacién (Chu, 2019; Orton, 1983).

Este articulo presenta una propuesta didactica para abordar estas dificultades, basada en la
teoria APOS (Accidn-Proceso-Objeto-Esquema) desarrollada por Dubinsky y colaboradores
(Arnon et al., 2014). El enfoque busca promover la construccion mental progresiva de los
conceptos, partiendo de Acciones concretas hasta llegar a la formacion de Esquemas cognitivos
mas avanzados.

La relevancia de este trabajo radica en la necesidad de mejorar la ensefianza de la derivacion
implicita, un tema que no solo es importante en si mismo, sino que también sirve como base para
conceptos mas avanzados en cdlculo y ecuaciones diferenciales (Tall, 2012). Ademas, la
comprension profunda de este tema es crucial para que los futuros ingenieros puedan aplicarlo
eficazmente en sus respectivos campos (Roorda et al., 2007).

ANTECEDENTES DEL PROBLEMA
2.1 Dificultades y errores comunes
Diversas investigaciones han analizado los errores y dificultades de los estudiantes al trabajar
con derivacion implicita. Kandeel (2021) identificé dos tipos principales de errores: algebraicos y
de célculo. Los errores algebraicos incluyen problemas para aislar factores comunes, simplificar
fracciones y manejar exponentes. Los errores de calculo se relacionan con la aplicacion incorrecta
de reglas como la regla de la cadena.
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Borji y Martinez-Planell (2020) encontraron que muchos estudiantes carecen de una concepcién
adecuada de funcién implicita, lo que dificulta su comprension de la derivacion implicita. También
observaron problemas para coordinar las representaciones grafica y analitica del concepto, lo
cual es crucial para una comprension completa.

Chu (2019) sefialé que las dificultades de los estudiantes se deben mas a problemas
conceptuales que procedimentales, y enfatizd la importancia de desarrollar una comprension
profunda de los conceptos subyacentes. Esta observacion es consistente con los hallazgos de
Engelbrecht et al. (2005), quienes argumentaron que la dependencia excesiva del conocimiento
procedimental en la resolucién de problemas de calculo resulta en muchos errores y conceptos
erroneos.

2.2 Obstéaculos epistemoldgicos y didacticos

Brousseau (2002) clasific6 los obstaculos de aprendizaje en tres categorias: ontogénicos,
didacticos y epistemoldgicos. En el caso de la derivacion implicita, se han identificado obstaculos
epistemoldgicos relacionados con la naturaleza misma del concepto. Por ejemplo, la idea de que
una ecuacién puede definir implicitamente una funcién es contraintuitiva para muchos estudiantes
(Mirin y Zazkis, 2019).

Los obstaculos didacticos, por otro lado, surgen de las practicas de ensefianza. Bezuidenhout
(2001) sefialé que los ejercicios de Calculo excesivamente simplificados que se encuentran en
muchos libros de texto a menudo fomentan el pensamiento procedimental a expensas de la
comprension conceptual del Célculo. Esto es particularmente problematico en el caso de la
derivacién implicita, donde la comprension conceptual es crucial.

2.3 Dificultades especificas en ingenieria

En el contexto de la ingenieria, las dificultades con la derivacién implicita se magnifican debido a
la necesidad de aplicar este concepto en situaciones complejas y contextualizadas. Roorda et al.
(2007) encontraron que los estudiantes de ingenieria tienen dificultades para aplicar los
conceptos de Célculo en el modelado y las aplicaciones, especialmente en situaciones del mundo
real.

Ademas, Jones (2017) observé que los estudiantes de ingenieria a menudo piensan que la
derivacién implicita debe requerirse para todas las derivadas aplicadas, lo que sugiere una falta
de comprensién de cuando y por qué se utiliza esta técnica.

LA TEORIA APOE

La teoria APOE (Accién-Proceso-Objeto-Esquema) es un marco tedrico desarrollado por Ed
Dubinsky y sus colaboradores para comprender y explicar como los individuos construyen su
comprension de conceptos matematicos (Arnon et al., 2014). Esta teoria se basa en la idea de
gue el aprendizaje de las matematicas implica la construccion de estructuras mentales
organizadas en cuatro niveles progresivos de complejidad.

El primer nivel es la Accién, donde el individuo percibe una transformaciéon matematica como algo
externo y necesita realizar pasos concretos y explicitos para llevarla a cabo. A medida que el
individuo reflexiona sobre estas Acciones y las repite, puede interiorizarlas en un Proceso. En
este segundo nivel, el individuo puede imaginar y describir los pasos de la transformacién sin
necesidad de ejecutarlos fisicamente. Cuando el individuo es capaz de concebir el Proceso como
una totalidad y puede realizar Acciones sobre él, se dice que ha encapsulado el Proceso en un
Objeto. Este tercer nivel permite al individuo tratar el concepto como una entidad sobre la cual se
pueden aplicar nuevas transformaciones.

Finalmente, el nivel mas avanzado es el Esquema, que representa una coleccion coherente de

Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas, junto con las relaciones entre ellos. Un Esquema
permite al individuo decidir qué conceptos y procedimientos son relevantes para resolver un
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problema matematico particular. La teoria APOE sugiere que el aprendizaje efectivo de las
matematicas implica el desarrollo de estas estructuras mentales de manera progresiva, y que la
ensefianza debe disefiarse para facilitar esta construccion mental. Esta teoria ha sido aplicada
con éxito en la investigacion y ensefianza de diversos conceptos matematicos, incluyendo temas
de Célculo (Asiala et al., 1997; Clark et al., 1997).

LA PROPUESTA DE ENSENANZA Y SU JUSTIFICACION

4.1 Acciones iniciales
e Graficar ecuaciones implicitas usando software como GeoGebra o Desmos.
¢ Identificar visualmente intervalos donde y es funcién de x en estas graficas.
e Calcular valores de y para x dados en ecuaciones implicitas simples.
e Trazar tangentes a curvas implicitas en puntos especificos.

Justificacion: Estas actividades concretas permiten a los estudiantes familiarizarse con las
funciones implicitas y su comportamiento grafico, abordando la falta de comprensién visual
identificada por Borji y Martinez-Planell (2020).

4.2 Interiorizacion en Procesos
e Imaginar gréaficas de ecuaciones implicitas sin graficarlas.
e Describir verbalmente el comportamiento local de y como funcion de x.
e Sustituir simbélicamente f(x) por y en ecuaciones implicitas y derivar.
e Explicar el significado geométrico de dy/dx en una curva implicita.

Justificacion: Estas actividades promueven la interiorizacion de las Acciones en Procesos
mentales, permitiendo a los estudiantes pensar en las funciones implicitas y sus derivadas de
manera mas abstracta y flexible.

4.3 Encapsulacion en Objetos

Aplicar derivacién implicita a ecuaciones mas complejas.

Interpretar geométricamente la derivada implicita en diferentes puntos de una curva.
Resolver problemas de aplicacion que involucren derivacién implicita.

Comparar y contrastar la derivacion implicita con la derivacion explicita.

Justificacion: La encapsulacién de los Procesos en Objetos permite a los estudiantes tratar la
derivacién implicita como una entidad en si misma, sobre la cual pueden realizar Acciones y
reflexionar.

4.4 Construccion de Esquemas

e Coordinar los Procesos gréafico y analitico de funcién implicita.
Relacionar derivacién implicita con otros conceptos (regla de la cadena, derivadas
parciales, etc.).

e Justificar los procedimientos de derivacién implicita.

e Aplicar derivaciéon implicita en problemas complejos de ingenieria.

Justificacion: La construccion de Esquemas permite a los estudiantes integrar su comprension
de la derivacion implicita con otros conceptos de Calculo y aplicarla en situaciones diversas y
complejas.
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Esta secuencia se justifica en que promueve la construccion progresiva de los conceptos,
partiendo de Acciones concretas hasta llegar a Esquemas mentales mas avanzados. Se
enfatiza la coordinacién entre lo grafico y analitico, aspecto clave segun investigaciones previas
(Asiala et al., 1997; Zandieh, 2000).

DISCUSION Y SUGERENCIAS DE IMPLEMENTACION
La propuesta busca abordar las principales dificultades identificadas en la literatura:
e Desarrolla una concepcion adecuada de funcién implicita mediante actividades gréaficas y
analiticas, abordando la falta de comprension sefialada por Borji y Martinez-Planell (2020).
¢ Promueve la coordinacion entre representaciones, esencial segin Zandieh (2000) y Asiala
et al. (1997).
e Enfatiza la comprensién conceptual, no solo procedimental, como sugieren Chu (2019) y
Engelbrecht et al. (2005).
e Aborda explicitamente errores comunes algebraicos y de calculo identificados por
Kandeel (2021).
o Contextualiza la derivacion implicita en problemas de ingenieria, atendiendo a las
dificultades sefialadas por Roorda et al. (2007) y Jones (2017).

Para su implementacion en el aula se sugiere:

e Uso de tecnologia: Utilizar software de graficacion como GeoGebra o Desmos para
visualizar ecuaciones implicitas y sus derivadas. Esto permite a los estudiantes explorar
dinAmicamente las relaciones entre las representaciones gréafica y analitica (Infante,
2007).

e Aprendizaje activo: Promover discusion en grupos pequefios sobre los conceptos y
procedimientos. El aprendizaje colaborativo ha mostrado ser efectivo en la comprension
de conceptos matematicos avanzados (Cottrill, 1999).

e Contextualizacion: Plantear problemas contextualizados de ingenieria que requieran el
uso de derivacion implicita. Esto ayuda a los estudiantes a ver la relevancia del concepto
y mejora su capacidad para aplicarlo en situaciones reales (Willcox y Bounova, 2004).

e Evaluacién integral: Evaluar no solo la habilidad procedimental, sino también la
comprension conceptual y la capacidad de aplicar la derivacion implicita en diversos
contextos. Esto puede incluir explicaciones verbales, interpretaciones geométricas y
resolucion de problemas complejos (Siyepu, 2015).

¢ Retroalimentacion continua: Proporcionar retroalimentacién detallada sobre errores
comunes, tanto algebraicos como conceptuales. La retroalimentacion efectiva es crucial
para corregir conceptos erréneos y reforzar la comprension correcta (Hattie y Timperley,
2007).

e Construccion gradual: Introducir los conceptos de manera gradual, comenzando con
ecuaciones simples y avanzando hacia casos mas complejos. Esto permite a los
estudiantes construir su comprension de manera progresiva, de acuerdo con la teoria
APOS (Arnon et al., 2014).

¢ Reflexion metacognitiva: Fomentar la reflexion de los estudiantes sobre su propio proceso
de aprendizaje. Esto puede incluir la elaboracion de diarios de aprendizaje o discusiones
en clase sobre estrategias de resolucion de problemas (Schoenfeld, 1992).

La principal ventaja de este enfoque es que promueve una comprension mas profunda y
duradera, al enfocarse en la construccion mental de los conceptos. Esto deberia resultar en una
mejor retencién y aplicacion del conocimiento a largo plazo. Ademas, al abordar explicitamente
las dificultades comunes y los obstaculos epistemoldgicos, se espera reducir la frecuencia de
errores y conceptos erroneos.
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Sin embargo, es importante reconocer que este enfoque requiere mas tiempo y esfuerzo que un
enfoque puramente procedimental. Los instructores necesitaran adaptar sus planes de estudio y
posiblemente reducir la cantidad de contenido cubierto para permitir un aprendizaje mas
profundo. Ademas, la implementacion efectiva de este enfoque requiere que los instructores estén
familiarizados con la teoria APOS y sean capaces de guiar a los estudiantes a través del proceso
de construccion mental.

CONCLUSIONES Y FUTURAS DIRECCIONES

La derivacion implicita es un concepto crucial en el Célculo para ingenieria, pero ha demostrado
ser un desafio significativo para muchos estudiantes. La propuesta presentada en este articulo,
basada en la teoria APOS, ofrece un enfoque estructurado para abordar las dificultades comunes
y promover una comprension mas profunda del concepto.

Al enfatizar la construccion gradual de comprensién, desde Acciones concretas hasta Esquemas
mentales complejos, y al integrar representaciones gréaficas y analiticas, este enfoque tiene el
potencial de mejorar significativamente el aprendizaje de los estudiantes. Sin embargo, se
necesita mas investigacion para evaluar empiricamente la efectividad de esta propuesta.
Futuras investigaciones podrian incluir estudios experimentales que comparen este enfoque con
métodos de ensefianza mas tradicionales, asi como investigaciones longitudinales para evaluar
la retencion a largo plazo y la transferencia de conocimientos. Ademas, seria valioso explorar
coémo este enfoque podria adaptarse a diferentes contextos educativos, incluyendo el aprendizaje
en linea y los cursos de Célculo para no ingenieros.

En dltima instancia, el objetivo es equipar a los futuros ingenieros con una comprension sélida y
flexible de la derivacién implicita, permitiéndoles aplicar este concepto de manera efectiva en sus
futuros estudios y carreras profesionales.
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